"mathcentr/é7

/\

Cwrs Gloywi Calcwlws

f.3 Chwefror 2003

BY NC ND

www.mathcentre.ac.uk

(© mathcentre 2003



Cynnwys

Rhagair 2
Gwaith rhagarweiniol 2

Sut i ddefnyddio’r llyfryn hwn 2
Nodiadau atgoffa 3
Tablau deilliadau ac integrynnau 4

1. Deilliadau ffwythiannau sylfaenol 5
2. Llinoledd mewn differu 7
3. Deilliadau uwch 9
4. Rheol lluoswm ar gyfer differu 10
5. Rheol cyfran ar gyfer differu 11
6. Rheol cadwyn ar gyfer differu 13
7. Differu ffwythiannau wedi’i ddiffinio’'n ymhlyg 15
8. Differu ffwythiannau wedi’i ddiffinio'n barametrig 16
9. Amrywiol ymarferion differu 17
10. Integrynnau ffwythiannau sylfaenol 20
11. Llinoledd mewn integru 21
12.  Gwerthuso integrynnau pendant 23
13. Integru fesul rhan 24
14. Integru trwy amnewidiad 26
15. Integru gan ddefnyddio ffracsiynau rhannol 29
16. Integru trwy ddefnyddio unfathiannau trigonometrig 33
17. Amrywiol ymarferion integru 35
Atebion 39
Diolchiadau 46

MO
www.mathcentre.ac.uk 1 (© mathcentre 2003



Rhagair

Cynlluniwyd y defnydd yn y cwrs gloywi hwn i’ch helpu i ymdopi’'n
well gyda’ch rhaglen fathemateg yn y brifysgol. Pan fydd eich rhaglen
yn dechrau, fe gewch fod y gallu i ddifferu ac integru yn hyderus yn
werthfawr dros ben. Yn ein barn ni, mae hyn mor bwysig fel ein bod yn
gwneud y cwrs hwn ar gael i chwi naill ai cyn i chwi ddod i'r brifysgol
neu yn ystod cyfnod cynnar eich rhaglen.

Gwaith rhagarweiniol

Fe’ch cynghorir i weithio trwy’r llyfryn sy'n mynd gyda hwn Cwrs
Gloywi Algebra cyn cychwyn ar y cwrs gloywi calcwlws hwn.

Sut i ddefnyddio’r llyfryn hwn

Fe’ch cynghorir i weithio trwy bob adran yn y llyfryn hwn yn eu trefn.
Hwyrach y bydd yn rhaid i chwi adolygu rhai pynciau trwy edrych ar
werslyfr lefel AS neu A fydd yn cynnwys gwybodaeth am ddifferiad ac
integriad.

Dylech drio eich law ar ystod o gwestiynau o bob adran, a gwirio eich
atebion gyda’r rhai yng nghefn y llyfryn. Po fwyaf o gwestiynau y ceisi-
wch eu hateb, mwyaf cyfarwydd fyddwch gyda’r pynciau hanfodol hyn.
Yr ydym wedi gadael digon o le yn y llyfryn i chwi fedru gwneud unrhyw
waith angenrheidiol ynddo. Felly, edrych ar hwn fel llyfr gwaith.

Os cewch yr atebion yn anghywir, dylech adolygu’r defnydd a thrio eto
nes eich bod yn cael y rhan fwyaf o’r cwestiynau yn gywir.

Os na fedrwch ddatrys eich anawsterau, peidiwch phoeni. Bydd gan
eich prifysgol ddarpariaeth i’ch helpu gyda’ch problemau. Gall hyn fod
ar ffurf darlithoedd adolygu arbennig, defnydd adolygu i chwi astudio
eich hun, neu ganolfan gefnogi mathemateg lle medrwch alw heibio.
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Nodiadau atgoffa

Defnyddiwch y dudalen hon i nodi pynciau a chwestiynau oedd yn anodd i chwi.

Ceisiwch help gyda’r rhain gan eich tiwtor neu gan wasanaethau cefnogi eraill

y brifysgol cyn gynted ag y bo modd.
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Tablau

Darperir y tablau canlynol o ddeilliadau ac integrynnau cyffredin at ddibenion adolygu.
Bydd yn fanteisiol iawn i chwi wybod y deilliadau a’r integrynnau hyn am fod eu

hangen mor aml mewn cyrsiau mathemateg.
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Tabl deilliadau

f(z) f'(z)
" nz" !

1
In kx —

T
6k:r kekm
a® a*lna
sin kx k cos kx
cos kx —ksinkx
tan kx ksec? kx

Tabl integrynnau

f(x) /f(x) dz
xn—i—l
" —1
" (n# 1) s
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e* (k#0) - + c
k
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tan k
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1. Deilliadau ffwythiannau sylfaenol

Ceisiwch ddarganfod yr holl ddeilliadau yn yr adran hon heb gyfeirio at dabl deilli-
adau. Mae deilliadau’r ffwythiannau hyn yn digwydd mor aml fel y dylech gadw’r
rheolau priodol ar eich cof. Os ydych wir mewn trafferthion, edrychwch ar y tabl ar

dudalen 4.

1. Differwch bob un o’r canlynol parthed .

1 L1 _ 1
® 0 G )z W ) o
2. Differwch bob un o’r canlynol parthed 6.
20
(a) cosd (b) cos40 (c) sind (d) sin 5 (e) tan® (f) tan7d

(g) sin(—86) (h) tang (i) cos3m8  (j) cos <—5—20> (k) sin0.76
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3. Canfyddwch y deilliadau a ganlyn.

@ 5@ O @™ @ e

(€) (M) (B) () (8) (3

4. Canfyddwch y deilliadau a ganlyn.

(a) di(ln z) (b) ; (In5z) (c) % (ln 2%)

i z

®
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2. Llinoledd mewn differu

Mae'r rheolau 1linoledd yn ein galluogi i ddifferu symiau a gwahaniaethau ffwythi-
annau, a lluosirifau cyson ffwythiannau. Yn benodol

d d d d d
— = — — —(k =k— .
S (@) £ 9(a)) = S (/@) £ S ((a)), S (kf@) = k- ()
1. Differwch bob un o’r canlynol parthed x.
(a) 3z 42 (b) 2z — z* (c) —cosx —sinx (d) 3z73 + 4sin4x
1
(e) 2 +e 2 (f) ——4—3Inz (g) 42° — 3tan 8z — 27
x
2. Canfyddwch y deilliadau canlynol.
d 15 t8 d 0 04 d [3e3/5
il z ~ (92¢cos~ —3 il
(a) gy <5 + 3 (b) 5 | 2cosy —3e (c) e 5
d /2 3z 3 d (1, 1 _43/3>
(@) 5 <9tan 2 4C°S&U) ) & <4Z 3°
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Yn Nghwestiynau 3-5 fydd arnoch ddim angen y rheol lluoswm, y rheol cyfran na’r
rheol cadwyn i ddifferu’r un o’r rhain os gwnewch yr algebra i ddechrau!

3. Ehangwch y pwerau neu'’r israddau a thrwy hynny ganfod y deilliadau canlynol.

030m) wi(erogh) wb(E)) e

4. Symleiddiwch neu ehangu pob un o’r mynegiadau a ganlyn, ac yna differu
parthed z.
r — 2? 2\ /3
() 2= (b) 2(x/T — 22) (c) (23: _ 5) (; 4 :1:)
2x 3z l—e 2
(d) (e =1)(3 —e™) (&) — =&

5. Defnyddiwch ddeddfau logarithmau i ganfod y deilliadau canlynol

g ) o (n(g)  @gm(E)  @feEn”)
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3. Deilliadau uwch

1. Canfyddwch yr ail ddeilliadau a ganlyn.

(a) %@5) (b) %(COS 3x) (c) %(622 _ )
(d) dd—y2(8 — 13y) (e) % (é — 3z — 3x3> (f) %(ln 2t — \/6t)

d? / 45 1 a d? o1 1
(g)@<x/ _W> (h) @(e +e ¥ +sinx + cosx) (1)@<§sm2t—iln4t)
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4. Rheol lluoswm ar gyfer differu

Y rheol ar gyfer differu lluoswm dau ffwythiant f(z) a g(z) yw

L (@) = [ @)o(a) + [@)g' ().

1. Differwch bob un o’r canlynol parthed x.
(a) z sinz (b) 23 cos 2x (c) z7/3e3®

(d) vz Indx (e) (#? —x)sin6x () % (tan% — cos %)

2. Canfyddwch y deilliadau canlynol.

(a) %(sinﬁ cosf) (b) %(sin 2t tanbt)  (c) diz(sinz Indz) (d) % (e‘x/Q Ccos g)

(e) dd—x(e&D In 6x) (f) %(cos@cos 30)  (g) %(lnt In 2t)
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5. Rheol cyfran ar gyfer differu

Y rheol ar gyfer differu cyfran dau ffwythiant f(z) a g(z) yw

a4 (f (93)> _ ['(@)g(x) - f(x)g'(x)
dz \ g() (9(x))? '

1. Differwch bob un o’r canlynol parthed zx.

x zt 2—x 3% — 223 1+
O 05 +3

(a)

1—=x

®
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2.  Canfyddwch y deilliadau canlynol.

d /sinzx d (lnz d ik d [ e* d [ =z
W 5 (5) “’@(m) <C>@<tanze> <d>@<¢;> <e>a<1n2x

3. Canfyddwch y deilliadau canlynol.

d /sin 2t d [e 2 d Inz d [In3z
(a) dt <sin 5t) (b) dz <tan:c> (c) dz <cos?>x> (d) dz (11143:)
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6. Rheol cadwyn ar gyfer differu
Defnyddir y rheol cadwyn i ddifferu “ffwythiant o ffwythiant”:
dz

1. Differwch bob un o’r canlynol parthed x.
1

(a) 4432 (b) (1—a') © qogep (DIt
~1/3
(e) (x - i) (f) 222 =3z +5)*  (g) \Jo—2y7 (h) ﬁ

®
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2.  Canfyddwch y deilliadau canlynol. (Cofiwch y nodiant ar gyfer pwerau ffwythi-
annau trigonometrig: fod “sin®z” yn golygu (sinz)?, etc.)
d

(sin? ) (b) @(sin 0%) (c) %(sin(sin 9)) (d) dix(tan(?) —4x))

(a)
(e)

&l 5=

(cos® 52) (f);—x(L) (&) %(sin@—t—i&tz))

cos3 x

3. Canfyddwch y deilliadau canlynol. (Defnyddir y nodiant “exp z” yn hytrach na
“e* 7 lle mae’'n fwy eglur.)

@ o (xp(=3)  (0) Jo(expleosda)) (o) Fo(eos(c™) (@) = (in(sin4))
(e) dd—x(sin(ln 4x)) () %j(ln(em —e M) (g) % (\/ e3t — 3 cos 315)

®
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7. Differu ffwythiannau wedi’i ddiffinio’n ymhlyg

1. Canfyddwch % yn nhermau y pan berthnasir x ac y gan yr hafaliadau a ganlyn.
Bydd arnoch angen y fformiwla j—g =1/ g—z.

@a=y=rF O)a=pPts @z=c+e ([@a=hiy—c)

2. Canfyddwch % yn nhermau x a/neu y pan berthnasir z ac y gan yr hafaliadau
canlynol.

(a) cos2z = tany (b) z +y* =y — 2* (¢) y —siny = cosx

(d)e"—xz=e+2y (e)z+e'=Inz+Iny (f)y=(zx—y)?

®
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8. Differu ffwythiannau wedi’i ddiffinio’n barametrig

Os yw x ac y ill dau yn ffwythiannau o’r paramedr ¢, yna

%_dy_d:c

de  dt " dt
1. Canfyddwch % yn nhermau ¢ pan berthnasir z ac y gan y parau canlynol o
hafaliadau paramedrig.

1
(a)  =sint, y = cost (b):c:t—g, y=1—-1
(c)z=et+t, y=e +t* (d)z=Int+t, y=t—Int

2.  Canfyddwch S—Z yn nhermau ¢ pan berthnasir x ac y gan y parau canlynol o
hafaliadau paramedrig.

(a) z=3t+ 13, y=22+1t (b) x =cos2t, y=tan2t

®
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9. Amrywiol arferion differu

1. Canfyddwch y deilliadau a ganlyn, mae pob un yn galw am ddefnyddio un o’r
technegau yr ymdriniwyd a hwy yn yr adrannau blaenorol. Chi sy'n gorfod pen-
derfynu pa dechneg sydd ei angen ar gyfer pob deilliad!

(a) %(wg tan4x) (b) %(tan?’ 4t) (c) % (exp(3tandz)) (d) % <ta:1))1949>
d . d (y*+y™* d ., d 1

(©) g (e —e) (6 (W) () ——(2°2?) W — ()

D) o gmmn w0 ()

2. Canfyddwch y deilliadau a ganlyn, sydd angen y rheolau lluoswm a chyfran.

()i< :ccos:c) (b)i< e? > ()i sin 36 cos 260
& dz \1 —coszx dz \zlnz ¢ do tan 460

®
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3. Canfyddwch y deilliadau a ganlyn, sydd angen y rheol cadwyn yn ogystal a naill
ai’r rheol lluoswm neu’r rheol cyfran.

32
(a) %(G_t In(e’ + 1)) (b) %(SHP 30 cos’ 30) (c) % ((1 + 372) )
(d) %(exp(e cos t)) (e) % ((x In x)g) () % (exp G :L i)>
d 1
© 3 (7)

4. Canfyddwch y deilliadau a ganlyn, sydd yn gofyn am ddefnyddio’r rheol cadwyn
fwy nac unwaith.

R IR ) I CE A ()

(© mathcentre 2003 @
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5. Canfyddwch yr ail ddeilliadau a ganlyn.

(a) dd—;(m) (b) dd—;(eXP(zQ)) (c) j—;(sjng 0) (d) dd; ((1 —1:;54)4)

1
6. Gan gofio cosecx = ——, secx = acotxr = C?S :1:7 canfyddwch y deilliadau
sin x CoS T sin x

a ganlyn.

(o) *-(coseedr)  (b) (sec’) (€) S (VT ot )

a) 7 (cosec2z g (5ec ) cot z

(d) 4 (cosec @ cot®6)  (e) d (In(secz +tanz)) () i(tam(sec 9))

d dz dé

(© mathcentre 2003 @
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10. Integrynnau ffwythiannau sylfaenol

Ceisiwch ddod o hyd i’r holl integrynnau yn yr adran hon heb gyfeirio at dabl in-
tegrynnau. Mae integrynnau ffwythiannau yn digwydd mor aml fel y dylech gadw’r
rheolau priodol ar eich cof. Os byddwch wir mewn trafferthion, edrychwch ar y Tablau
ar dudalen 4.

1. Integrwch bob un o’r canlynol parthed x.

@)zt ()’ (92 (@ (Ve (O (g Va

2. Integrwch bob un o’r canlynol parthed x.
1

(a) cos bz (b) sin 2z (c) sin gz (d) cos% (e) — (f) e**
x

(g) e (h) e/? (i) ™ () = (k) = (1) cos(=Tx)

®
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11. Llinoledd mewn integru

Mae'r rheolau llinoledd yn ein galluogi i integru symiau (a gwahaniaethau) ffwythi-
annau, a lluosrifau cyson ffwythiannau. Yn benodol

JU@ *g@)ae = [ f@)yde [g@yar, [k @)=k [ fle)de

1. Integrwch bob un o’r canlynol parthed x.

@7 )t (@ @17 (Vi (et
(g) =* + % (h) % (i) 11 6) % (k) 2z — % 1) 7z — 11
2. Integrwch bob un o’r canlynol parthed .

(a) 3x + cosdx (b) 4 + sin 3z (c) g + sin g (d) 4€® + cos g
(o) €% 4 o2 (f) 3sin2x 4 2sin3z  (g) %, k constant (h) —1 — %

(i) 14z + a? () % -7 (k) 1 cosix (1) 1a? — 32712

®HOG
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3. Symleiddiwch bob un o’r mynegiannau canlynol yn gyntaf ac yna'u hintegru
parthed x.

@6t B @r)E-2) @ (@) (E2E-3)
(@) (e —e) (1) S R e

®
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12. Gwerthuso integrynnau pendant

1. Gwerthuswch bob un o’r integrynnau pendant canlynol.

@ [ ' 7atda on 32 ~afdr (c) | (@2 4 Mdr () / 21 1743
(e) /1 *(25 + 8sMds (1) /1 E%dx (2) /0 " 4 2)dt (h) /0 " o2 da
Q) /0 2 g () /24\/1e_$dx (1) /0”/4(2A+sm)dx 1) /0 (e 1 e)da

2. Ar gyfer y ffwythiant f(z) = 22 + 32 — 2 gwiriwch fod

/02 f(a:)d:c+/23 f(z)dx = /03 f(x)dx

1 -1
3. Argyfer y fiwythiant f(z) = 42? — 7x gwiriwch fod / f(x)dz = —/ f(x)dz.
~1 1

®
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13. Integru fesul rhan

Mae integru fesul rhan yn dechneg y mae modd ei defnyddio yn aml i integru llu-
osymiau ffwythiannau. Os yw v a v ill dau yn ffwythiannau o x yna

- d - d
ud—de:uv—/vd—de
Wrth drin integrynnau pendant, y fformiwla berthnasol yw

b d b d
/ud—vdx:[uv]g— v dx

x a dz
1. Integrwch bob un o’r canlynol parthed z.

(a) xe” (b) 5xcosxz  (c) zsinz (d) zcos2x (e) zlnzx (f) 2z sing

2. Gwerthuswch yr integrynnau pendant canlynol.

/2 2 1 3
(a) / xcoszdr (b) / dre”dr  (c) / Ste”?tdt  (d) / rlnzdz
0 1 -1 1

3. Yn yr ymarferion canlynol hwyrach y bydd yn rhaid defnyddio’r fformiwla integru
fesul rhan fwy nac unwaith. Integrwch bob un o’r canlynol parthed x.

(a) 2%e” (b) 52% cos z (c) z(Inx)? (d) z®e™® (e) * sing

®
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4. Gwerthuswch yr integrynnau pendant canlynol.

/2 1 1
(a) / r?cosxdx (b) / Tr*edx (c) / tPe~2dt
0 0 -1

5. Gan ysgrifennu Inx fel 1 x Inx canfyddwch / . Inzdx.

"Int
6. Boed i I gynrychioli’r integryn / nTdt. Gan ddefnyddio integru fesul rhan

dangoswch fod
I=(nt)? -1 ( plws cysonyn integriad )

Felly dewch i'r casgliad fod I = (In¢)? + c.

7. Boed i I gynrychioli'r integryn / e'sintdt. Gan ddefnyddio integru fesul than
ddwywaith dangoswch fod
I =c'sint —e'cost — I ( plws cysonyn integriad )
e'(sint — cost)

Felly dewch i'r casgliad fod / el sintdt = 5 +c

®
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14. Integru trwy amnewidiad
1. Canfyddwch yr holl integrynnau isod gan ddefnyddio’r amnewidiad a roddwyd.

(a) /cos(:c —3)dz, u=xz-3 (b) /sin(2:c +4)dz, uw=2x+4
(c) /cos(wt +¢)dt, u=wt+¢ (d) /egqux, u=9x—17

(e) /x(3:c2 +8)3%dx, u=32"+8 (f) /x\/4:c —3dx, u=4xr—-3

1 1
(i) /xe‘x2dx, u = —z? §) /sinx cos’rdr, u=cosx
a t a
(k)/idt, u=1+t> (l)/ x de, u=2zx+1
e 2z + 1

®
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2. Canfyddwch yr holl integrynnau isod gan ddefnyddio’r amnewidiad a roddwyd.

(a)/ xx_gdx, z=vr—3 (b) /(:c—5)4(3:+3)2d:1:, u=x—5

3. Gwerthuswch yr integrynnau isod gan ddefnyddio’r amnewidiad a roddwyd.
w/4 9
(a) / cos(x —m)dx, z=xz-—m (b) / (x—8)°(x+1)>2de, u=x-38
0 8
'3
(c) / tvt —2dt, trwy adaeliu =1t — 2, a hefyd trwy adael i u = \/t — 2
2

2 w/4
(d) / tt* +5)3%dt, u=1>+5 (e) / tanz sec’> vdr, u=tanx
1 0

™ sin+/T 2 Vi
0 [, e =i © [ St =i

®
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4. Trwy gyfrwng yr amnewidiad v = 42% — 72 + 2 dangoswch fod

8x — 7

5. Mae canlyniad yr ymarferiad blaenorol yn achos arbennig o reol fwy cyffredinol
y dylech ddod yn gyfarwydd & hi: pan gymer yr integrand y ffurf

deilliad yr enwadur

enwadur
yr integryn yw logarithm yr enwadur. Defnyddiwch y rheol hon i ganfod yr integryn-
nau canlynol, gan wirio pob esiampl trwy wneud amnewidiad priodol.

<a)/gci1daj (b)/xigdx (C)/3x3+4dx (d)/2x2+1dx

6. Defnyddiwch dechneg Cwestiwn 5 ynghyd a rheol llinoledd i ganfod yr integryn-
iy

nau canlynol. Er engrhaifft, i ganfod

- dx yr ydym yn nodi fod modd gwneud
x

y rhifiadur yn hafal i ddeilliad yr enwadur fel a ganlyn:
x 1 22 1 9

R

x sin 36 3e?®
d b ——d6 d
(a) /x2+1 v (b) 1+ cos 30 (c) 1+ e2= .

®
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15. Integru gan ddefnyddio ffracsiynau rhannol

1. Trwy fynegi’r integrand fel swm ei ffracsiynau rhannol, canfyddwch yr integryn-
nau canlynol.

20 +1 3r+1 ~ bx+6
d b/ d /7d
(a)/x2+x . (b) 2+ v (c) 2+ 3z + 2 v
1 2 — 11
@/ L g (e / _9TEB 4 / _oe—
(1—z)(x—2) 2241049 2?2 +10x +9
4x 15z + 51 - ds
Ry
(g)/4_x2d:c (h) 562—1—756—1-10(13j (1) s2—1

2. Trwy fynegi’r integrand fel swm ei ffracsiynau rhannol, canfyddwch yr integryn-
nau pendant.

2 9 _ 2 0 — 11
0 [ = 5T 4y o) | T g, © [ R
1 22+ 22 o (z+1)(z+2) —1 2% — 3z +2

®
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3. Trwy fynegi'r integrand fel swm ei ffracsiynau rhannol, canfyddwch yr integryn-
nau canlynol.

O P — (b)/fidx (c)/ﬂdx

22 —2r+1 x+1)2 2 — 6z +9

4. Trwy fynegi'r integrand fel swm ei ffracsiynau rhannol, canfyddwch yr integryn-
nau pendant.

1 8 1 2 19 2 8
(a)/ _ TS 4 (b)/ _ 22 4 (C)/ % as
0o 2246z +9 —1 2% 4 18z + 81 o 2242x+1

O)
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222 + 6z + 5
(x+2)(z+1)2

5. Canfyddwch /

522 4+ x — 34
(x —2)(x —3)(z +4)

6. Canfyddwch /

x?—1le —4
Tz +1)(3—2)

7. Canfyddwch /
(2z

®
www.mathcentre.ac.uk 31 (© mathcentre 2003



8. Yn yr enghraifft hwn, nodwch fod gradd y rhifiadur yn fwy na gradd yr enwadur.
. 3

X
Canfydd h/ dz.
anfyddwc CENEED) x

213 + 1

9. Dangoswch y gellir ysgrifennu CESICEDE yn ffurf
1 n 15 9
r+1 (z+2)? x+4+2
: 223 + 1
Felly canfyddwch / Tt > dz.
(x+ 1) (z+2)

413 + 10x + 4

10. Canfyddwch /
202 +

nol.

dx trwy fynegi’r integrand mewn ffracsiynau rhan-

®
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16. Integru trwy ddefnyddio unfathiannau trigonometrig

Gellir defnyddio unfathiannau trigonometrig yn aml i ysgrifennu integrand mewn ffurf

arall y gellir wedyn ei integru. Mae'r tabl isod yn rhoi rhai unfathiannau sydd yn
arbennig o ddefnyddiol ar gyfer integriad.

Tabl unfathiannau trigonometrig

sin A sin B = £ (cos(A — B) — cos(A + B))

cos A cos B = £ (cos(A — B) + cos(A + B))

sin A cos B = 3 (sin(A + B) + sin(4 — B))
sin A cos A = % sin 24

2
COS2

A= 1(14 cos24)
sin® A = 1(1 — cos 24)
sin? A +cos? A =1
tan? A =sec? A — 1

1. I baratoi ar gyfer yr hyn sy’n dilyn canfyddwch bob un o’r integrynnau canlynol

(a) / sin 3z dz (b) / cos 8z dx (c) / sin 7t dt (d) / cos 6z dz

2. Defnyddiwch yr unfathiant sin® A = %(1 —cos2A) i ganfod / sin? z d.

3.  Defnyddiwch yr unfathiant sin A cos A = £ sin 24 i ganfod / sint cost dt.

www.mathcentre.ac.uk
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4. Canfyddwch (a) / 2sin 7t cos 3t dt (b) / 8 cos 9z cos 4z dx (c) / sintsin 7t dt

5. Canfyddwch /tathdt.

(Cliw: defnyddiwch un o’r unfathiannau a nodwch mai deilliad tant yw sec?t).

6. Canfyddwch / cos*tdt. (Cliw: Sgwariwch unfathiant ar gyfer cos? A).

7. (a) Defnyddiwch yr amnewidiad u = cosz i ddangos fod

/sin zcos"xdr = — cos" T+ ¢

n+1

(b) Yn y cwestiwn hwn, mae gofyn i chwi ganfod yr integryn / sin® t dt. Dechreuwch

trwy ysgrifennu’r integrand fel sin? ¢ sin¢. Cymerwch yr unfathiant sin?¢ = 1—cos?t a
sgwariwch ef i gynhyrchu unfathiant ar gyfer sin*¢. Yn olaf, defnyddiwch y canlyniad

yn rhan (a) i ganfod yr integryn y gofynnir amdano, / sin® ¢ dt.

®
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17. Amrywiol ymarferion integru

I ganfod yr integrynnau yn yr adran hon, bydd gofyn i chwi ddewis techneg briodol

o unrhyw rai o’r technegau blaenorol.

1. Canfyddwch /(9:15 —2)°dz.

1

dt.
Vi+1

2. Canfyddwch /

3. Canfyddwch / 1t dt.

4. Canfyddwch / (5v7 — 33 + 2) dt.
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5. Canfyddwch /(Cos 3t + 3sint) dt.

6. Trwy gymryd logarithmau i fon e dangoswch y gelllir ysgrifennu a® fel e*'™%. Felly

canfyddwch / a” dx lle mae a yn gysonyn.

7. Canfyddwch / re3* da.

2x
. Canfydd h/ dz.
8. Canfyddwc 2@ =2) x

®
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9. Canfyddwch / tan @ sec? 6 d.

w/2
10. Canfyddwch / sin® z dz.
0

11. Gan ddefnyddio’r amnewidiad x = sin f canfyddwch / V1 —2?2dz.

12. Canfyddwch / e’ sin 2z dzx.

®
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z—9
13. Canfyddweh | dz.
anlydawe z(z —1)(z+3) v
3 92 2_1 o
14. Canfyddwch /x e O 9d:p.
(x —3)(z + 3)

15. Boed i I, gynrychioli'r integryn / z"e**dr. Gan ddefnyddio integriad trwy

x"e®®  n

5 51'”,1. Fformiwla lleihaol yw'r enw am
ganlyniad fel hwn. Defnyddiwch ef dro ar 6l tro i ganfod I, sef / rte*dz.

rannau dangoswch fod I, =

1
16. Canfyddwch / a dt, trwy adael t = 2sin 6.
0

1
_ t2)3/2

®
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Atebion
Adran 1. Deilliadau ffwythiannau sylfaenol

1 (a) 1 (b) 62° (c) 0 (d) #
@ -22 O (@& (w79
Do Qg e 0t

2. (a) —sind (b) —4sin 46 (c) cos® (d) 2cos?
(e) sec? 6 (f) 7sec? 70 (g) —8cos(—80) = —8cos 80
(h) 1sec*? (i) —=3wsin370  (j) 2sin (—%) = —32sin %
(k) 0.7cos0.76

3. (a) e® (b) 2e¥ (c) —Te~ ™ (d) —%e*:”/?’ (e) 2e%/™  (f) —1.4e7'** (g) 3"In3

4. (@1 (b1 (o1
Adran 2. Llinoledd mewn differu

1. a) 3 b) 2 — 2z ¢c) sinz — cosx d) =927 4 16 cos 4z
) 2e" —2e72  f) =% — 3 g) 202" — 24 sec? 8z — 10e™

2. (a)t V4T (b) —lsinf 43t (o) 220 (q)

3. (a) ﬁ (b) 242% + 225 (c) 1e*  (d) —3V/be 2
4. (a) =%+ 5% (b) 2Vz =327 (¢) =5 + B +4x (d) 6e* — 5ed™ 4 3¢*

2
3
(e) 4e™® — 2¢%®

5.0 (@ B -5 ©F=3  (d)g-3
Adran 3. Deilliadau uwch
1. (a) 20z° (b) —9cos 3x (c) 4e®* — 4e=2* (d) 0
(e) 5 —18z (f) —% + @t*‘g’ﬂ (g) 32712 — 25772 (h) " + ¢ —sinx — cosx

3
(i) —2sin2t + 5

L sec? 37”6 + 6sin 8z

O)
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Adran 4. Rheol lluoswm ar gyfer differu

1. (a) sinz + xcosx (b) 322 cos 2z — 223 sin 2z
(c) —% —4/3¢=3x _ 3p—1/3p—3x (d) ﬁ In4x + %
(e) (2z — 1) sin 6z + 6(2* — z) cos 6 (f) =% (tan% — cos %) + 5 (sec2 7 +sin %)
2. (a) cos?d — sin? 0 (b) 2 cos 2t tan 5t + 5 sin 2t sec? 5t
(c) coszIn4z 4 = (d) —3e /2 (cos 2 +sin %)
(e) 65 In 6x + % (f) —sin 6 cos 30 — 3 cos @ sin 30
(g) $(In2¢t + Int)

Adran 5. Rheol cyfran ar gyfer differu

22 23— 34
L () 555 (b) =35 (©) — a2
z—1822—6z*
(@) Bt (o) (3ve+1-5) [(VE— )
2. (a) xcosigsinm (b) (1 _ %hl ZL‘)I‘77/3 (C) 29tan2tGa;226229543c2 20
@S (o)
cos 2t sin 5¢—5 cos 5t sin —2e~ 2T tanz—e~ 2% sec? z
3. (a) 2 2t sf)ilrf1255t 5t sin 2¢ (b) 2 t noc
cos 3z) /x+3Inz sin 3z In
<C) (eos? )/co:233ar : ’ (d) $(1£144{1‘3))2
Adran 6. Rheol cadwyn ar gyfer differu
1. (a) 6(4+ 32) (b) —1223(1 — )2 (©) =5y
N —4/3
(d) o2 (&) =3 (1+ %) (z—1) " () 3(4z — 3)(22% — 3z + 5)?

X — 1'3
() (1= %) ;75r Wi

2. (a) 2sin ¢ cosd (b) 20 cos 6° (c) cos B cos(sin )
(d) —4sec’(3 —4x)  (e) —25cos*bzsinbz  (f) 242
(g) (=1 — 6t) cos(2 — t — 3t?)

3. (a)—2y exp(—y?) (b) —3sin 3x exp(cos 3x) (c) —3€% sin(e*) (d) Leosdr — 4 cot dx

sin 4x
- 3t :
(e) 5 cos(In4z) (f) &= (8) gl

®
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Adran 7. Differu ffwythiannau wedi’i ddiffinio’'n ymhlyg

2 —e Y
Lo @ O g (©ame @) 5SS

2 @EEE 0RO @sh ©E-1)/(¢-3)
3(z—y)?
) Tseoe

Adran 8. Differu ffwythiannau wedi’i ddiffinio’n baramedrig

1. (a) —tant (b) —2t (c) el 42t (d) =L

1241 2e2t4-1 14+t

(b) __ sin2t

sec? 2t

2. (a) 4%

Adran 9. Amrywiol ymarferion differu

1. (a) 3z% tandw + 4x3sec? 4z (b) 12tan4tsec’4t  (c) 12exp(3tandx)sec? 4z
(d) 3tan4§a—nl224995602 40 (e) (1 e )exp(z o 6:1:) (f) 3y4+5g/y2;y537/1*)4273y76
(g) (2°In2)2? + 27 g (h) T ln:v ) (i) (=31Inb)573*
N
0) (k) =
cosz—cos? z—xsinx e*(zlnz—Inz—
2. (a) (1—cos )2 (b) ( (zIlnz)2 =
cos 36 cos 20—2 sin 36 sin 26) tan 40 —4 sec? 46 sin 36 cos 26
(c) (Beos30c0s26-2sin3 tsngzw4 4 sec? 40 sin 36 cos 2
3. (a) —etIn(e' +1) + et+1 (b) 65sin 30 cos® 30 — 12 sin® 30 cos® 30
(c) % (d) (cos@ — Osin f) exp(d cos 0)
(e) 3(zInz)*(1 + Inx) (f) ﬁ exp (;—z)
a2
&) iy
cos? xsinz — sec?
4. (a) 3L (b) j(z—a®) "Y1 - 27) exp ((x—x2)1/4) (c) _WH%)
5. (a) m (b) (2 + 42?) exp(2?) (c) 6sinf cos?f — 3sin®f
(@) 25 + iy
6. (a) —2 cot 2z cosec 2x (b) 2sec®ftand (c) — 2%
(d) —2cosec 20 cot? @ — 3cosec cot? @ (e) secx (f) sec?(sec ) sec § tan 0

®
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Adran 10. Integrynnau ffwythiannau sylfaenol

L @%+e B F+e  ©%4c () EC4e (o) fel (o),
()20 2 4c, ()% +e, () —gste, @O%y+e () Gr+e
®fl () () —20+c (m)—L+e () &L 4e

2. (a) £sinbz +¢, (b) —3cos2z+c (c) —2coszz+c (d) 2sin% +c

(e) In|z|+ ¢ (f) 3e* +¢ (g) —te®+c  (h)3eP+c

(i) 2e%5% + ¢ (j) —e*+c¢ (k) fel (g) (1) —1sin(—7z) + ¢ = +sin 7z + ¢

Adran 11. Llinoledd mewn integru

Lo () %+ (b) -2 +¢, (c) 2222 4 322 4 ¢ (d) 222 4 ¢
(6)23/2 1/2+c(f) +ln|x|+c (g)%—EJrc (h) —1iy + ¢
(i) 11z + ¢ (j) & (k) 22 —2In x| + ¢ (1) %2—113:—1—0
2. (a)£+isin4x+c (b) 4x——cos3:p+c (c)%2 2cos 5 +c¢
(d) 4em+2sin§+c (e) (f) 3C052$_%+C
(g) zlnlz| +c (h) x—41n\:c|+c o+ +2 +c
(j) 3Inlz] — 7z +c (k) sin 32 + ¢ 1) :%3 63:1/2+c
3. (a) 223+ 32" +¢ (b) & — 2 — 2z +c (C)#+4”*’§/2+c
(d)12—2—2x§/2—6x+c (e)%—eerc (f)e%x—e:”Jrc
() z+4In|z|+¢ (h)%2+x+c

Adran 12. Gwerthuso integrynnau pendant

Lo (@i 0)-%2 (93V8+VI6—5F (4 F(1-VI6)  (e) 168
(f) % (g) 18 (h) 5 (i) %(63/2 —1) (j) 2(e_1
(k) %5 — g5+ 1 (1) et —e?

®HOG
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Adran 13. Integru fesul rhan

1. (a) ze® —e” + ¢ (b) bcosx + brsinz + ¢ (c) sinx —xcosx + ¢

(d) +cos2z+ szsin2z + ¢ (e) 32°lnx — 2% + ¢ (f) 8sin% — 4z cos £ + ¢
2 (a) = —1 (b) 4¢?

(c) —Le™2 — 3¢? (d) 2In3 -2
3. (a) em(x2—2x+2)+c (b) 52z?sinz — 10sinz + 10z cos x + ¢

(c) 22?(Inz)? — J2’lnz + 422 + ¢ (d) — *"”(x + 322+ 6x +6) + ¢

(e) =227 cos(3 x) + 16 cos(5 z) + 8z sin(3 ) +
4. (a) T —2 (b)Te—14  (c) —Ze2+ §e2
D. rlnr —x +c.
Adran 14. Integru trwy amnewidiad
1. (a) sin(z — 3) +¢ (b) —%cos(2z+4) + ¢ (c) Zsin(wt + @) + ¢

(d) 1e%=7 4 ¢ (e) 5(3:5 +8) 4 ¢ (f) Us=3P (o 3PP

(g) (z— 23 +c (h) 4(3 1607 +c (1) —%e*x2+c

(j) —e=” Tt k) (1+)Y2 4 ¢ (1) 2t In|2z+ 1|+ ¢

2(x — 3)%2
2. (a) Uz =3 3 ) +6vVr—3+c
(x—=5)7 8(x—5)% 64(x —5)°
b
(b) 7 + 3 + 5 +c
1 7 39 1025

y gellir ei ehangu i ?ﬂ — gx +€x + 552 — Tw —3752% + 56257 + ¢
3. () -1v2 OF:

(c) 5 (d) %2

(e) 3 (f) 2

(8) 2(e¥” —e')

5. (a) Injz+1]+c¢ (b)Injz—3|4+¢c (¢c)In|3x+4|+c (d) In|]2z+1]+c.

6. (a) sInf2? + 1| +c¢ (b) —3In|l +cos30|+c¢ (c) 2In[l+e*|+c

®
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Adran 15. Integru gan ddefnyddio ffracsiynau rhannol

a) In|z|+Injzr+ 1|+ ¢
c)dln|z+2|+Injz+1|+¢
)

)

( b) 2In|x + 1|+ In|z| + ¢
(

(e) TIn|z +9|+2In|zx+ 1| +¢

(

(

d) 2In|z — 1| —3Injz — 2| +c¢
fy TInjz+9|—2In|z+ 1| +¢
h) 8In|z 45|+ 7lnjz + 2| +¢

~—~~N I~

g) 2In|z+2|—2In|lr—2|+c¢
i) slnfs—1]—iln|s+ 1| +¢

2. (a) 9In3 —171n2 (b) 2In3 +31In2
(¢) —3In3 —1In2

3. (a) Injz —1| - L +¢ (b) 4Infz + 1| - 25 +c¢
(c) TIn|z — 3|+ 25 + ¢

4. (a)-mm3+2mm2+3  (b)2In5—4In2+ &
(c) ¥ —8In3

5. ln|x+2|+ln|x+1|—m—+l+c

6. In|z+4|+2In|z —3|+2In|z — 2|+ c.
7. In|z — 3|+ 3In[2z + 1| = 2In|z + 1| + ¢

8. %azZ—3x—ln\x+1\+8ln|x+2|+c.

9. 20 —In|x + 1| — —9Injz +2| +ec
10. x —x+4ln\x|+%ln|2x+1\+c

Adran 16. Integru gan ddefnyddio unfathiannau trigonometrig

1. (a) —3cos3z+c (b) gsin8r+c (¢c) —2cosTt+c (d) 2E 4 ¢
z sin 2z

2. 545 Tt¢C

3. —1cos2t +c.

4. (a) —55 cos 10 — + cos 4t + ¢ (b) 2sin bz + & sin 13z + ¢
(¢) 15sin6t — = sin 8t + ¢

5. tant —t + c.
6. 3t+—51n2t+ sm4t+c
7. —cost+ cos®t — 5cos t+ c.
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Adran 17. Amrywiol ymarferion integru

(92 — 2)°
54
2/t —2In|vt + 1] +c. (Cliw: Boed i u = v+ 1.)

P In [t] — £1° +c.

—_

+ c.

1043/2 3t
1043/2 _ 3 4 2t +c.
%sin3t—3cost+c.

x
derhna o — % 4

Ina Ina
3z+1 (z _ 1
e (3 9) +c

In|z+2|+Injz—2|+c

© ® N Ot W

%tanze + c.
2/3.

% arcsinx +

—_ =
— O

/1—72
79”129” + c.

Le®(sin 2z — 2cos 2x) + ¢

3In|z| —2Injz — 1| —Injz + 3| + ¢

e e
= W N

22+ 2z —2In|z 4+ 3|+ In|z — 3| +c.

—_
ot
—
@
[\
8
DO
8

t— 423 + 62 — 62 + 3] + .

—_
D
N|w

®
www.mathcentre.ac.uk 45 (© mathcentre 2003



Diolchiadau

Cyfieithiad o A Calculus Refresher yw Cwrs Gloywi Calcwlws.
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